CLASA a XI-a
(bareme)

P 1 Fie A= (a;),o; <, € M2(R). Sa se arate ca:
a) tr (AA" + A'A*) = (trA)*.
b) Daci |aiz| # |as1|, matricea AA* — A*A este inversabili

Benedict G. Niculescu (problema 27037 din GM 2/2015)

R. 1: Intrucat

* Q22 —a12

A" = , (1 pct.
<—a21 an ) ( P )

avem tr (A) = ay; + ag, tr (AAY) = a2, + a2, + a2, + a3, (1 pct.) si

tr (A'A*) = 2ay1a90 — a2, — a2, (1 pct.) de unde rezultd egalitatea de la

a). (1 pct.)

b) Avem
2 2
AAL — At A — a1g — Qo (az2 — a11) (a12 — G21)) 1 pet.
((%2 — a11) (@12 — az1) a3 — ai (L pet.)
§1 dGCi det (AAt — AtA) = — (a12 — a21)2 [(0,12 + 0,21)2 + <a22 — a11)2] .

(1 pct.) Dacd |aia] # |agi| rezultd cd det (AA* — A'A) < 0 si de aici
concluzia. (1 pct.) m

P 2 Fie A o matrice de ordinul doi cu elemente numere reale si A
matricea transpusd. Stiind ca det (A + A') = 8 gi det (A + 2A") = 27,
sa se calculeze det A.

Daniel Banaru (problema 26994 din GM 11/2014)

R. 2: Fie f : R — R functia definita prin f () = det (A + zA?),
oricare ar fi x € R. (1 pct.) Evident f (z) = (1 + 2?) det A + ax, oricare
ar fi z € R, unde a € R.(1 pct.) Conform ipotezei f (1) = 8 (1 pct.) si

f(2) =27, (1 pct.) deci 2det A+ a = 8 (1 pct.) si 5det A + 2a = 27,
(1 pct.) de unde det A = 11. (1 pct.) =

P 3 Fie p > 1 un numar natural. Sa se calculeze

n
lim Z V k% + 1sin (arctan k — arctann) .
k=1



Teodora Rédulescu si Lucian Tutescu (problema 27025 din GM 1/2015)

R. 3: Avem
sin (arctan k — arctann) = (1 pct.)
= sin (arctan k) cos (arctann) — sin (arctann) cos (arctan k) = (1 pct.)
k 1 n 1 k—n

(1 pct.)

:\/k2+1\/n2—|—1_\/n2+1\/k2—|—1:\/k2+1\/n2—|—1
sl atunci

N T n’® (p* — 2p) +pn
Z k? 4 1sin (arctan k — arctann) = . (1 pet.)
k=1

n?+1
Urmeaza ca

pn —oo,dacd p=1 (1 pct.)
lim Z Vk? + 1sin (arctan k — arctann) = ¢ 1/2, dacd p =2 (1 pct.)
) +00, daca p > 3. (1 pct.)

P 4 Fie x; € (0,+00) §i ©,, = (wn,1)2 + nx,_1 +n — 2, oricare ar fi
n €N, n>2. Calculati

lim Tntl )

Dorel I. Duca

R. 4: Avem n — 2 < x,, oricare ar fi n > 2 (1 pct.) si deci lim

= +o00. (1 pct.) Pe de altd parte, pentru orice n € N, avem

1+ 2y (2t (n+x,) (1 +x,) =

1+l‘1 Hk’—i—ﬂfk 1pCt.)
k=1

de unde deducem ca

Tn+1 1
=14x;— . (1 pct.
1+ 21)2+22)(n+ ) N T T Sy prprps SR
Intrucat
. 1
lim =0, (1 pct.)

limita cerutd este 1 + xy. (1 pct.) m



