CLASA a XII-a
(bareme)

P 1 Fie (G,-) un grup si multimea Z (G) = {x € G : xy = yx, Vy € G}.
Daca x* = e, pentru orice v € G\Z (G) , atunci grupul G este comutativ.

Mihai Opincariu (problema 27010 din GM 12/2014)

R. 1: Fiea € Z(G) si b € G\Z(G). Atunci ab € G\Z (G), deci
(ab)® = e, (1 pct.) de unde abab = e, adicd aabb = e. (1 pct.) Cum
b> = e, (1 pct.) obtinem a? = e, adicd 2? = e, pentru orice z € G.
(1 pct.) Urmeaza ca, pentru orice z,y € G,

iy =e si (zy)’ =e, (1pct.)
si deci
zxyy = zyzy, (1 pct.)
de unde, prin simplificare, rezulta ry = yx. Asadar, grupul este comu-
tativ. (1 pct.) m
P 2 Fie G ={a,b,c,d,e} sio: G X G — G legea definita prin

° a b c d e
a a a a
b a b c d
c a c e a c
d a d a e
e a e c a
Daca f : G — G este functia definita prin f(x) = x o x, oricare ar

fi x € G, sa se determine toate submultimile nevide A ale lui G cu
proprietatea ci f (A) = A.

Dorel I. Duca

R. 2: Fie AC Gcu A= f(A). (1 pct.) Rezultd ca A C Im f.
(1 pct.) Avem f(a) = a, f(b) = b, f(c) =€, f(d) = e, f(e) = e.
(1 pct.) Deoarece d € A dacd si numai dacd e € A, (1 pct.) urmeaza ci
submultimile cerute sunt {a}, {b}, {a,b}, {a,d, e}, {b,d, e}, {a,b,d, e}.
(3 pct.) m



P 3 Fien > 1 un numar natural. Sa se determine numdarul real a
pentru care functia f : R — R definita prin

inf{t"+a: t >z} dacix > 1
flz) = sup{—t*": t <z}, daca xv <1,

admite primitive pe R. Sa se determine, in acest caz, primitivele functiei
f peR.

Dorel I. Duca

R. 3: Avem
" + a,dacad z € [1, +00)

f (l’) = 07 daca r € [07 1) (1 pCt.)

—z* dacd x € (—0o0,0).

Sa presupunem ca functia f admite primitive pe R gi fie FF: R — R
o primitiva a functiei f pe R. Atunci exista trei numere reale c;, co, c3
astfel incat

2=+ ax + ¢y, dacd 7 € [1,+00)
F(z) =< ¢ dacd x € [0,1) (1 pet.)
G T en daci o € (~00,0)

Cum orice primitiva este continua, deducem ca functia F' este continua
in punctele 0 si 1, deci avem

FO)=F0—-0)=F(0+0) si F1)=F(1—-0)=F(1+0),

v o . o 1 . .
de unde rezultd ¢z = co si ¢ = o — 77 —a. (1 pct.) Prin urmare, functia
F are forma

f:: +ar +cy — n+r1 —a,dacd z € [1,400)
F(x) =< % daca z € [0,1) (1 pet.)
—mgin: + ¢, dacd x € (—00,0).

Intrucat orice primitiva este derivabila, rezulta ca

FI0)=0=F,(0) si F/(1)=0=1+a=F,(1),

s
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de unde deducem cd a = —1. (1 pct.)
Asadar, daca functia f admite primitive pe R, atunci a = —1. Pentru
a = —1, functia f devine
" —1,dacd z € [1,400)
Flz)=40 dacd z € [0,1)

—x?" daci x € (—00,0),

iar primitiva F' a lui f are forma

xn+1 n v
o — T+ 2 + e dacd x € [1, +00)
F(z)=1406 daca z € [0,1) (I pet.) (1)
20+l o
5 T 6 daca = € (—00,0).

Pe de alta parte, functia F': R — R datd de (1) este derivabild pe R
si F'(x) = f(x), oricare ar fi x € R.

Prin urmare functia f admite primitive pe R daca si numai daca
a = —1. Mai mult, primitivele /' : R — R ale lui f au forma (1).
(1 pct.) m

P 4 Fie f: R — (0,+00) o functie care are primitive pe R. Sa se arate
ca functia g : R — R definita prin

_ff(@), dacaz <0
g<$>_{2f(x),dacéx20,

nu are primitive pe R.

Marian Andronache (problema 26969 din GM 9/2014)

R. 4: Presupunem cd g admite primitive pe R. (1 pct.) Vom arita ca
g/ f are proprietatea lui Darboux pe R. Fie deci a,b € R cu a < b i fie
v € R situat intre h (a) si h (b) . Pentru fixarea ideilor si presupunem ca
h(a) <~ < h(b). Deoarece functia f admite primitive pe R, deducem
cd functia f are proprietatea lui Darboux pe R. Intrucat f (a), f (b) > 0,
relatiile h (a) < v < h(b) ne conduc la relatiile

g(a) —vf(a) <0<g(b) —~f(b). (1pct.)

Pe de alta parte, functia g — v f admite primitive pe R si deci functia
g — vf are proprietatea lui Darboux pe R. (1 pct.) Atunci exista cel
putin un punct ¢ €la, b astfel incat g (c) — vf (¢) = 0, deci in aga fel
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incat h(c) = 7. (1 pct.) Asadar functia h = g/f are proprietatea lui
Darboux pe R. (1 pct.) Dar

g _ J1l,dacax <0
f () = {2,dacé x>0, (1 pet.)

deci % nu are proprietatea lui Darboux pe R, contradictie. (1 pct.) =



