
CLASA a XI-a
(bareme)

P 1 Fie A = (aij)1�i;j�2 2M2(R): S¼a se arate c¼a:
a) tr (AAt + AtA�) = (trA)2 :
b) Dac¼a ja12j 6= ja21j ; matricea AAt � AtA este inversabil¼a

Benedict G. Niculescu (problema 27037 din GM 2/2015)

R. 1: Întrucât

A� =

�
a22 �a12
�a21 a11

�
; (1 pct.)

avem tr (A) = a11 + a22; tr (AA
t) = a211 + a

2
12 + a

2
21 + a

2
22 (1 pct.) şi

tr (AtA�) = 2a11a22 � a212 � a221 (1 pct.) de unde rezult¼a egalitatea de la
a): (1 pct.)
b) Avem

AAt � AtA =
�

a212 � a221 (a22 � a11) (a12 � a21)
(a22 � a11) (a12 � a21) a221 � a212

�
(1 pct.)

şi deci det (AAt � AtA) = � (a12 � a21)2
�
(a12 + a21)

2 + (a22 � a11)2
�
:

(1 pct.) Dac¼a ja12j 6= ja21j rezult¼a c¼a det (AAt � AtA) < 0 şi de aici
concluzia. (1 pct.)

P 2 Fie A o matrice de ordinul doi cu elemente numere reale şi At

matricea transpus¼a. Ştiind c¼a det (A+ At) = 8 şi det (A+ 2At) = 27;
s¼a se calculeze detA:

Daniel B¼anaru (problema 26994 din GM 11/2014)

R. 2: Fie f : R ! R funçtia de�nit¼a prin f (x) = det (A+ xAt) ;
oricare ar � x 2 R. (1 pct.) Evident f (x) = (1 + x2) detA+�x; oricare
ar � x 2 R, unde � 2 R.(1 pct.) Conform ipotezei f (1) = 8 (1 pct.) şi
f (2) = 27; (1 pct.) deci 2 detA + � = 8 (1 pct.) şi 5 detA + 2� = 27;
(1 pct.) de unde detA = 11: (1 pct.)

P 3 Fie p � 1 un num¼ar natural. S¼a se calculeze

lim
n!1

pnX
k=1

p
k2 + 1 sin (arctan k � arctann) :

1



Teodora R¼adulescu şi Lucian Tu̧tescu (problema 27025 din GM 1/2015)

R. 3: Avem

sin (arctan k � arctann) = (1 pct.)

= sin (arctan k) cos (arctann)� sin (arctann) cos (arctan k) = (1 pct.)

=
kp
k2 + 1

1p
n2 + 1

� np
n2 + 1

1p
k2 + 1

=
k � np

k2 + 1
p
n2 + 1

(1 pct.)

şi atunci
pnX
k=1

p
k2 + 1 sin (arctan k � arctann) = n2 (p2 � 2p) + pnp

n2 + 1
: (1 pct.)

Urmeaz¼a c¼a

lim
n!1

pnX
k=1

p
k2 + 1 sin (arctan k � arctann) =

8<:
�1; dac¼a p = 1 (1 pct.)
1=2; dac¼a p = 2 (1 pct.)
+1; dac¼a p � 3: (1 pct.)

P 4 Fie x1 2 (0;+1) şi xn = (xn�1)
2 + nxn�1 + n � 2; oricare ar �

n 2 N, n � 2 . Calculaţi

lim
n!1

xn+1
(1 + x1)(2 + x2):::(n+ xn)

:

Dorel I. Duca

R. 4: Avem n � 2 � xn; oricare ar � n � 2 (1 pct.) şi deci lim
n!1

xn = +1: (1 pct.) Pe de alt¼a parte, pentru orice n 2 N, avem

1 + xn+1
(1 pct.)
= (n+ xn) (1 + xn)= :::

=(1 + x1)
nY
k=1

(k + xk) ; (1 pct.)

de unde deducem c¼a
xn+1

(1 + x1)(2 + x2):::(n+ xn)
= 1+x1�

1

(1 + x1)(2 + x2):::(n+ xn)
: (1 pct.)

Întrucât
lim
n!1

1

(1 + x1)(2 + x2):::(n+ xn)
= 0; (1 pct.)

limita cerut¼a este 1 + x1: (1 pct.)
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