
CLASA a IX-a
(bareme)

P 1 Dac¼a q � 3 şi r > 4q sunt numere prime, determinaţi toate perechile
(n;m) 2 N�N pentru care exist¼a un num¼ar natural p � 1 cu proprietatea
c¼a p

p+ 4qr +
p
p = n şi

p
p+ 4qr �pp = m:

Dorel I. Duca

R. 1: Fie (n;m) 2 N � N o astfel de pereche; atunci exist¼a p 2 N
astfel încât

p
p+ 4qr +

p
p = n şi

p
p+ 4qr �pp = m. Urmeaz¼a c¼a

mn =
�p

p+ 4qr �pp
��p

p+ 4qr +
p
p
�
= 4qr: (2 pct.)

Din ipotezele impuse asupra lui r şi q, deducem c¼a

(n;m) 2 f(4qr; 1) ; (2qr; 2) ; (qr; 4) ; (2r; 2q) ; (4r; q) ; (r; 4q)g: (2 pct.)

(a) Dac¼a (n;m) = (4qr; 1) ; atunci prin sc¼aderea egalit¼a̧tilorp
p+ 4qr +

p
p = 4qr şi

p
p+ 4qr �pp = 1;

ob̧tinem 2
p
p = 4qr � 1 ceea ce este imposibil. (0:5 pct)

(b) Dac¼a (n;m) = (2qr; 2) ; atunci prin sc¼aderea egalit¼a̧tilorp
p+ 4qr +

p
p = 2qr şi

p
p+ 4qr �pp = 2;

ob̧tinem
p
p = qr � 1 adic¼a p = (qr � 1)2 : Deoarece

p
p+ 4qr =q

(qr � 1)2 + 4qr = qr + 1; deducem c¼a (n;m) = (2qr; 2) este o pereche
bun¼a. (0:5 pct)
(c) Dac¼a (n;m) = (qr; 4) ; atunci prin sc¼aderea egalit¼a̧tilorp

p+ 4qr +
p
p = qr şi

p
p+ 4qr �pp = 4;

ob̧tinem 2
p
p = qr � 4; adic¼a p =

�
qr�4
2

�2
. Deoarece

p
p+ 4qr =q�

qr�4
2

�2
+ 4qr = qr+4;

2
deducem c¼a (n;m) = (qr; 4) este o pereche

bun¼a. (0:5 pct)
(d) Dac¼a (n;m) = (2q; 2r) ; atunci prin sc¼aderea egalit¼a̧tilorp

p+ 4qr +
p
p = 2q şi

p
p+ 4qr �pp = 2r;

1



ob̧tinem
p
p = q�r adic¼a p = (q � r)2 :Deoarece

p
p+ 4qr =

q
(q � r)2 + 4qr =

q + r; deducem c¼a (n;m) = (2q; 2r) este o pereche bun¼a. (0:5 pct)
(e) Dac¼a (n;m) = (4r; q) ; atunci prin sc¼aderea egalit¼a̧tilorp

p+ 4qr +
p
p = 4r şi

p
p+ 4qr �pp = q;

ob̧tinem 2
p
p = 4r � q ceea ce este imposibil. (0:5 pct)

(f) Dac¼a (n;m) = (r; 4q) ; atunci prin sc¼aderea egalit¼a̧tilorp
p+ 4qr +

p
p = r şi

p
p+ 4qr �pp = 4q;

ob̧tinem 2
p
p = r � 4q; ceea ce este imposibil. (0:5 pct)

P 2 Dac¼a A1A2A3A4A5A6 este hexagonul regulat circumscris cercului
de centru O şi raz¼a 1, calculaţi lungimea vectorului

�!v = ���!A1A2 +
���!
A1A3 +

���!
A1A4 +

���!
A1A5 +

���!
A1A6:

Dorel I. Duca

R. 2: Patrulaterul A1A2A4A5 este paralelogram (1 pct.) şi atunci���!
A1A2+

���!
A1A5 =

���!
A1A4: (1 pct.) Patrulaterul A1A3A4A6 este paralelogram

(1 pct.) şi atunci
���!
A1A3 +

���!
A1A6 =

���!
A1A4: (1 pct.) Urmeaz¼a c¼a

�!v =
����!
A1A2 +

���!
A1A5

�
+
����!
A1A3 +

���!
A1A6

�
+
���!
A1A4 = 3

���!
A1A4: (1 pct.)

Pe de alt¼a parte, dac¼a not¼am cu M punctul de tangeņt¼a a laturii
A1A2 cu cercul de centru O; atunci m¼asura unghiului \A1OM este � =
300 şi lungimea segmentului OM este 1: Urmeaz¼a c¼a 2:A1M = OA1:
(1 pct.) Teorema lui Pitagora aplicat¼a în triunghiul dreptunghic OA1M
ne d¼a OA21 = A1M

2 + OM2 şi deci OA1 = 2
p
3
3
: Atunci A1A4 = 4

p
3
3
:

Prin urmare, lungimea vectorului �!v este 12
p
3
3
: (1 pct.)

P 3 S¼a se determine numerele reale a şi b ştiind c¼a a+b 2 Z şi a2+4b2 =
4:

Dorel I. Duca

R. 3: Avem a2 � 4 şi b2 � 1: Urmeaz¼a c¼a

(a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab � a2 + b2 + 2 jaj jbj � 4 + 1 + 4 = 9
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şi deci a+ b 2 f0; �1; �2; �3g: (1 pct.)
a) Dac¼a a + b = 0 ob̧tinem a = �b şi deci 5b2 = 4; rezult¼a (a; b) 2n�
2
p
5
5
; �2

p
5

5

�
;
�
�2
p
5

5
; 2
p
5
5

�o
: (1 pct.)

b) Dac¼a a+ b = 1 ob̧tinem a = 1� b şi deci 5b2� 2b� 3 = 0; rezult¼a
(a; b) 2

�
(0; 1) ;

�
8
5
; �3
5

�	
: (1 pct.)

c) Dac¼a a + b = �1; ob̧tinem 5b2 + 2b � 3 = 0; rezult¼a (a; b) 2�
(0;�1) ;

��8
5
; 3
5

�	
: (1 pct.)

d) Dac¼a a + b = 2 ob̧tinem a = 2 � b şi deci 5b2 � 4b = 0; rezult¼a
(a; b) 2

�
(2; 0) ;

�
6
5
; 4
5

�	
: (1 pct.)

e) Dac¼a a+ b = �2 ob̧tinem a = �2� b şi deci 5b2 + 4b = 0; rezult¼a
(a; b) 2

�
(�2; 0) ;

��4
5
; �6
5

�	
: (1 pct.)

f) Dac¼a a + b = �3 ob̧tinem a = �3 � b şi deci 5b2 � 6b + 5 = 0,
ecua̧tii care nu au solu̧tii reale. (1 pct.)

P 4 Fie ABCD un patrulater convex cu AB + CD � BC + AD: Cer-
curile de diametre AB şi CD sunt tangente exterior. S¼a se demonstreze
c¼a ABCD este trapez,

Ion P¼atraşcu (problema 26986 din GM 11/2014)

R. 4: Fie M şi N mijloacele laturilor AB şi respectiv CD. Condi̧tia
de tangeņt¼a a cercurilor de diametre AB şi CD este echivalent¼a cu
2MN = AB + CD: (1 pct.) Pe de alt¼a parte,

2
��!
MN =

��!
MN +

��!
MN =

���!
MA+

��!
AD +

��!
DN

�
+
���!
MB +

��!
BC +

��!
CN

�
= (1 pct.)

=
��!
AD +

��!
BC; (1 pct.)

deci 2MN � AD + BC; (1 pct.) cu egalitate pentru ADkBC: (1 pct.)
Cum

2MN = AB + CD � AD +BC � 2MN; (1 pct.)
egalitatea se impune şi ceriņta este demonstrat¼a. (1 pct.)
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