
CLASA a XII-a
(bareme)

P 1 Fie (G; �) un grup şi mulţimea Z (G) = fx 2 G : xy = yx; 8y 2 Gg:
Dac¼a x2 = e, pentru orice x 2 GnZ (G) ; atunci grupul G este comutativ.

Mihai Opincariu (problema 27010 din GM 12=2014)

R. 1: Fie a 2 Z (G) şi b 2 GnZ (G) : Atunci ab 2 GnZ (G) ; deci
(ab)2 = e; (1 pct.) de unde abab = e; adic¼a aabb = e: (1 pct.) Cum
b2 = e; (1 pct.) ob̧tinem a2 = e; adic¼a x2 = e; pentru orice x 2 G.
(1 pct.) Urmeaz¼a c¼a, pentru orice x; y 2 G,

x2y2 = e şi (xy)2 = e; (1 pct.)

şi deci
xxyy = xyxy; (1 pct.)

de unde, prin simpli�care, rezult¼a xy = yx: Aşadar, grupul este comu-
tativ. (1 pct.)

P 2 Fie G = fa; b; c; d; eg şi � : G�G! G legea de�nit¼a prin

� a b c d e

a a a a a a

b a b c d d

c a c e a c

d a d a e a

e a e c a d

Dac¼a f : G ! G este funcţia de�nit¼a prin f (x) = x � x; oricare ar
� x 2 G; s¼a se determine toate submulţimile nevide A ale lui G cu
proprietatea c¼a f (A) = A:

Dorel I. Duca

R. 2: Fie A � G cu A = f (A) : (1 pct.) Rezult¼a c¼a A � Im f:
(1 pct.) Avem f (a) = a; f (b) = b; f (c) = e; f (d) = e; f (e) = e:
(1 pct.) Deoarece d 2 A dac¼a şi numai dac¼a e 2 A; (1 pct.) urmeaz¼a c¼a
submuļtimile cerute sunt fag; fbg; fa; bg; fa; d; eg; fb; d; eg; fa; b; d; eg:
(3 pct.)
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P 3 Fie n � 1 un num¼ar natural. S¼a se determine num¼arul real a
pentru care funcţia f : R! R de�nit¼a prin

f (x) =

8<: infft
n + a : t � xg; dac¼a x � 1

supf�t2n : t � xg; dac¼a x < 1;

admite primitive pe R. S¼a se determine, în acest caz, primitivele funcţiei
f pe R.

Dorel I. Duca

R. 3: Avem

f (x) =

8>><>>:
xn + a; dac¼a x 2 [1;+1)
0; dac¼a x 2 [0; 1)
�x2n; dac¼a x 2 (�1; 0):

(1 pct.)

S¼a presupunem c¼a funçtia f admite primitive pe R şi �e F : R! R
o primitiv¼a a funçtiei f pe R. Atunci exist¼a trei numere reale c1; c2; c3
astfel încât

F (x) =

8>>><>>>:
xn+1

n+1
+ ax+ c1; dac¼a x 2 [1;+1)

c2; dac¼a x 2 [0; 1)

�x2n+1

2n+1
+ c3; dac¼a x 2 (�1; 0):

(1 pct.)

Cum orice primitiv¼a este continu¼a, deducem c¼a funçtia F este continu¼a
în punctele 0 şi 1; deci avem

F (0) = F (0� 0) = F (0 + 0) şi F (1) = F (1� 0) = F (1 + 0) ;

de unde rezult¼a c3 = c2 şi c1 = c2� 1
n+1

�a: (1 pct.) Prin urmare, funçtia
F are forma

F (x) =

8>>><>>>:
xn+1

n+1
+ ax+ c2 � 1

n+1
� a; dac¼a x 2 [1;+1)

c2; dac¼a x 2 [0; 1)

�x2n+1

2n+1
+ c2; dac¼a x 2 (�1; 0):

(1 pct.)

Întrucât orice primitiv¼a este derivabil¼a, rezult¼a c¼a

F 0s (0) = 0 = F
0
d (0) şi F 0s (1) = 0 = 1 + a = F

0
d (1) ;
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de unde deducem c¼a a = �1: (1 pct.)
Aşadar, dac¼a funçtia f admite primitive pe R, atunci a = �1: Pentru

a = �1; funçtia f devine

f (x) =

8>><>>:
xn � 1; dac¼a x 2 [1;+1)
0; dac¼a x 2 [0; 1)
�x2n; dac¼a x 2 (�1; 0);

iar primitiva F a lui f are forma

F (x) =

8>>><>>>:
xn+1

n+1
� x+ n

n+1
+ c; dac¼a x 2 [1;+1)

c; dac¼a x 2 [0; 1)
�x2n+1
2n+1

+ c; dac¼a x 2 (�1; 0):
(1 pct.) (1)

Pe de alt¼a parte, funçtia F : R! R dat¼a de (1) este derivabil¼a pe R
şi F 0 (x) = f (x) ; oricare ar � x 2 R.
Prin urmare funçtia f admite primitive pe R dac¼a şi numai dac¼a

a = �1: Mai mult, primitivele F : R ! R ale lui f au forma (1) :
(1 pct.)

P 4 Fie f : R! (0;+1) o funcţie care are primitive pe R. S¼a se arate
c¼a funcţia g : R! R de�nit¼a prin

g (x) =

�
f (x) ; dac¼a x < 0
2f (x) ; dac¼a x � 0;

nu are primitive pe R.

Marian Andronache (problema 26969 din GM 9/2014)

R. 4: Presupunem c¼a g admite primitive pe R. (1 pct.) Vom ar¼ata c¼a
g=f are proprietatea lui Darboux pe R. Fie deci a; b 2 R cu a < b şi �e
 2 R situat între h (a) şi h (b) : Pentru �xarea ideilor s¼a presupunem c¼a
h (a) <  < h (b) : Deoarece funçtia f admite primitive pe R; deducem
c¼a funçtia f are proprietatea lui Darboux pe R: Întrucât f (a) ; f (b) > 0;
rela̧tiile h (a) <  < h (b) ne conduc la rela̧tiile

g (a)� f (a) < 0 < g (b)� f (b) : (1 pct.)

Pe de alt¼a parte, funçtia g�f admite primitive pe R şi deci funçtia
g � f are proprietatea lui Darboux pe R: (1 pct.) Atunci exist¼a cel
pu̧tin un punct c 2]a; b[ astfel încât g (c) � f (c) = 0; deci în aşa fel
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încât h (c) = : (1 pct.) Aşadar funçtia h = g=f are proprietatea lui
Darboux pe R: (1 pct.) Dar

g

f
(x) =

�
1; dac¼a x < 0
2; dac¼a x � 0; (1 pct.)

deci g
f
nu are proprietatea lui Darboux pe R, contradiçtie. (1 pct.)
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