CLASA a IX-a
(bareme)

P 1 Dacaq > 3 sir > 4q sunt numere prime, determinati toate perechile
(n,m) € NxN pentru care exista un numar natural p > 1 cu proprietatea

ca
Vp+4gr+/p=n s /p+4gr—\/p=m.

Dorel 1. Duca

R. 1: Fie (n,m) € N x N o astfel de pereche; atunci exista p € N

astfel incat \/p + 4qr + /p = n §i \/p + 4qr — /p = m. Urmeaza ca
mn = <\/p + 4qr — \/ﬁ) (\/p + 4qr + \/1_9> = 4qr. (2 pct.)

Din ipotezele impuse asupra lui r si ¢, deducem ca

(n,m) € {(4qr,1),(2qr,2), (qr,4),(2r,2q) , (4r,q) , (r,4q) }. (2 pct.)

(a) Daca (n,m) = (4qr, 1), atunci prin sciderea egalitatilor

Vp+4qr+/p=4qr si /p+dqr—p=1,

obtinem 2,/p = 4qr — 1 ceea ce este imposibil. (0.5 pct)
(b) Daca (n,m) = (2¢gr,2), atunci prin sciderea egalitatilor

Vp+4gr+/p=2qr si /p+4dqr—/p=2,

obtinem /p = ¢r — 1 adicd p = (qr — 1)2. Deoarece /p +4qr =
\/(qr —1)>+4qr = qr + 1, deducem c& (n,m) = (2qr,2) este o pereche
buni. (0.5 pct)

(c¢) Daca (n,m) = (qr,4), atunci prin sciderea egalitatilor

Vp+adgr+/p=qr si /p+4qr—/p=4,

obtinem 2,/p = ¢qr — 4, adica p = (%)2. Deoarece +/p + 4qr =

(qT;4)2 +4qr = 2% deducem ci (n,m) = (qr,4) este o pereche

buna. (0.5 pct)
(d) Daca (n,m) = (2q¢,2r), atunci prin scaderea egalitatilor

Vp+4gr+/p=2q si /p+4qr—/p="2r,
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obtinem ,/p = ¢q—r adica p = (q — 7") . Deoarece \/p + 4qr = /(g — 1) 24 4qr =
q + r, deducem ca (n,m) = (2q, 2r) este o pereche buna. (0.5 pct)
(e) Daca (n,m) = (4r,q) , atunci prin scaderea egalitatilor

VpH+4qr+/p=4r §i /p+idqr—./p=q,

obtinem 2,/p = 4r — ¢ ceea ce este imposibil. (0.5 pct)
(f) Daca (n,m) = (r,4q), atunci prin scaderea egalitatilor

Vp+4gr+/p=r s p+4qr—/p=4q,
obtinem 2,/p = r — 4q, ceea ce este imposibil. (0.5 pct) =

P 2 Daca A1A3A3ALA5Ag este hexagonul regulat circumscris cercului
de centru O gi raza 1, calculaty lungimea vectorulus

V= AjAs + A Az + AL Ag + A1 As + Ay As.
Dorel 1. Duca
R. 2: Patrulaterul A;A;A4A5 este paralelogram (1 pct.) si atunci

A1As+ A1 As = A1 Ay (1 pet.) Patrulaterul Ay A3 Ay Ag este paralelogram
(1 pct.) si atunci A1 As + A1 Ag = A1 Ay (1 pet.) Urmeaza ca

—_— —_—
= (A1A2 + A1A5) + <A1A3 + A1A6> + A1A4 = 3A1A4. (1 pct.)

Pe de alta parte, daca notam cu M punctul de tangenta a laturii
A1 As cu cercul de centru O, atunci masura unghiului m este a =
30° si lungimea segmentului OM este 1. Urmeazi cid 2.4, M = OA;.
(1 pct.) Teorema lui Pitagora aplicata in triunghiul dreptunghic OA; M
ne di OA} = A, M? + OM? si deci OA; = 243, Atunci A; Ay = 43

Prin urmare, lungimea vectorului v este 12\/?5. (1 pct.) m

P 3 Sa se determine numerele reale a si b stiind cd a+b € Z si a®>+4b* =
4.

Dorel 1. Duca

R. 3: Avem a? < 4 i b? < 1. Urmeazi ci

(a+0)2 =a®+0*+2ab < a?+ b +2|a||b) <4+14+4=9



sideci a+be {0, £1, £2, £3}. (1 pet.)
a) Dacd a + b = 0 obtinem a = —b si deci 5b® = 4; rezultd (a,b) €

{(%57 %5) : (ﬂg, %)} . (1 pct.)

b) Dacé a +b = 1 obtinem a = 1 — b si deci 56> — 2b — 3 = 0; rezulta

(a,b) € {(0,1),(8,22)}. (1 pet.)

c) Dacd a + b = —1, obtinem 50 + 20 — 3 = 0; rezultd (a,b) €
{(07 _1) ) (_ g)} (1 pct. )

d) Dacd a + b = 2 obtinem a = 2 — b si deci 5b*> — 4b = 0; rezultd
(@.h) € {2.0), (5.2)} (1 pet

e) Daci a + b= —2 obtinem a = —2 — b si deci 5b% + 4b = 0; rezulta

(a,0) € {(= (575)} (1 pet.)
f) Daca a+b = 43 obtinem a = £3 — b si deci 56> £6b + 5 = 0,
ecuatii care nu au solutii reale. (1 pct.) m

P 4 Fie ABCD un patrulater convex cu AB+ CD > BC + AD. Cer-
curile de diametre AB g1 C'D sunt tangente exterior. Sa se demonstreze
ca ABCD este trapez,

Ion P#tragcu (problema 26986 din GM 11/2014)

R. 4: Fie M si N mijloacele laturilor AB gi respectiv C'D. Conditia
de tangenta a cercurilor de diametre AB gi C'D este echivalenta cu
2MN = AB + CD. (1 pct.) Pe de alta parte,

—_— = —

—_— —
2MN =MN + MN = (MA+ AD + DN) + (MB + BC + CN) = (1 pet)

—AD + B—C)’, (1 pct.)

deci 2MN < AD + BC, (1 pct.) cu egalitate pentru AD||BC. (1 pct.)
Cum
2MN = AB+CD > AD+ BC > 2MN, (1 pct.)

egalitatea se impune si cerinta este demonstratd. (1 pct.) m



