CLASA a X-a
(bareme)

P 1 Sa se rezolve ecuatia

xlog7 10 + 810g7x +92. x10g79 —4. xlog7 12.

Dorel 1. Duca

R. 1: Ecuatia are sens pentru x > 0. (1 pct.) Evident x = 1 este
solutie a ecuatiei (1 pct.); si aritdm ci este singura.Deoarece 81°87% =
219878 ecuatia devine

xlog7 10 4 xlog78 1+ 9. x10g79 — 4.xlog7 12. (1 pCt)

Impartind ambii membrii ai ecuatiei cu x'°8712

obtinem
210875 4 gloers 4o ploer i — 4 (1 pct.)

Deoarece 10g7% < 0, log7§ < 0, si 10g7% < 0 deducem ca functiile
fyg,h:(0,400) — R definite prin

f(z):= x1°g7%, g(x):= $l°g7§, h(x):= x1°g7%, YV > 0,

sunt strict descrescdtoare. (1 pct.) Atunci si functia f+ g+ h este strict
descrescétoare (1 pct.) gi deci ecuatia are solutia unicd x = 1. (1 pct.)

|
P2 Fien € N, n > 2 gi numerele z1, z3, ..., z, € C astfel incdt
21| = 22| = .= |zn| =151 21+ 20+ ... + 2, = 0.

a) Demonstrati ci |z — z1)* + |2 — 2|* + ... + |2 — 20> = n|2[> + n,
pentru orice z € C.

b) Demonstrati ci |z — 21| + |2 — 2o + ... + |2 — 24| < nV/2, pentru
orice z € C, |z| < 1.

Ioan Serdean (problema 27005 din GM 12/2014)

R. 2: a) Avem
- 2 (Lpet) SO o apet) O 2 - - 2
Z|z—zk| = Z(z—zk)(z—zk) = Z(|z| — Zz — 22 + |2])
k=1 k=1 k=1
(2 pt) n|z|2+n.

b) Avem

2
n (1 pet.) n c (1 pct.)
<Z |z—zk|> < nz |2 — 2| (1 pct) n(n|z|2—|—n) < 2n?

k=1 k=1

si de aici concluzia. m



P 3 Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC' este adevarata inega-
litatea
yA+B ., B+C . ,C+A

sin? Asin? Bsin? C < sin 5 sin 5 sin 5

Neculai Stanciu (problema nr. 27115 din GM 9/2015)

R. 3: Deoarece
A . . A+ B T—C

in A =2sin — —, = si
sin sin 2 coS 5 sl sin sin 5

C
=085, (1 pct.)

inegalitatea din enuntul problemei este echivalenta cu inegalitatea

A . ,B
64 sin® — sin’ 5sin2% <1. (1 pct.)

Intrucat

sing = \/W, ... (1 pct.)

ultima inegalitate este echivalenta cu inegalitatea

8(p—a)(p—"b)(p—rc) <abe, (1pct.)
care, dupa inlocuirea lui p = (a + b + ¢) /2, devine

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) <abe. (1 pct.)

Punand 2 =a+b—c,y =b+c—a, 2 = c+a— b obtinem a = %=,

b= %, c= y+z si ultima inegalitate primeste forma

6zyz < 2’y + 2%z + oy’ + 12 + y2® +y2. (1 pct.)

Cum z,y, z > 0, dupa impartirea ultimei inegalitati cu xyz > 0, obtinem
inegalitatea evidenta

0+ ()9 e o
|

P 4 Sa se demonstreze ca

n—1

Z \/W o+ 2




Traian Tamaian (problema 26978 din GM 10/2014)

R. 4: Din inegalitatea mediilor avem

k) “ Y 4135, (2k — 1).4/24.... (2k) < (1 pet.)

143+ 4+ (2k—1) 244+ ...+ (2k) apery k2 k(k+1
PR hL R ) 244+ (2K) ape) ?.uzk(/{—i—l), (1 pet.)

k k a k
deci
1 1 1 1

Vb k(k+1) k R+ (1 pet)

oricare ar fi numdarul natural &k > 2. Atunci

n

1 (pet) = [1 1 1 1 n—1
S L _ — . (1 pet.
; /(2h)! ; <1<; k:+1> 2 a1 ) e




