CLASA a IX-a

P 1 Fie ABC un triunghi inscris intr-un cerc de centru O. Fie P si )
simetricele ortocentrului si a varfului A fata de miglocul laturii BC. Sa
se arate ca

— —_— = —
0OQ =0B+0C+OP.

Mihaela Berindeanu, GM problema 26888

R. 1 Cum P este simetricul ortocentrului triunghiului ABC' fata de

mijlocul laturii BC, rezulta ca AP _es>te (himetru in cercul circumscis
triunghiului ABC' (2 puncte), deci AO = OP (1 punct). Atunci

— —_— — —_— — — —_— — — _— = —
OQ =0OA+AQ = OA+AB+AC = 0OB+A0+0C =0B+0C+O0P,

(4 puncte - fiecare egalitate 1 punct) ceea ce trebuia ardtat. m

P 2 Fie a,b,c,d numere reale cu ac + bd = 0. Sa se arate ca

a+b+c+d<\/a2+b2—|—c2+d2
2 = 2 '

Radu Pop, GM problema 26778

R. 2 Este suficient ca

(1 punct)

(a+b—|—c+d>2< a2+ b2+ 2+ d?
2 - 2

sau echivalent

(a+b+c+d) <2(@®+bv+c+d*) (1punct).

Din ac + bd = 0 avem
(a+b+c+d)? =

=a? + b + ¢ + d* + 2ab + 2bc + 2cd + 2ad. (3 puncte)

Inegalitatea revine la
0<(a—b’+(b—c)’+(d—a)’, (2puncte)

care este adevarata. m



P 3 Profesorul de matematic scrie pe tabld numerele 12345 si 678. In
ordinea din catalog, fiecare elev vine la tabla §i scrie un numar care este
suma, diferenta sau produsul oricaror doua numere deja scrise pe tabla.
Ultimul numar scris poate fi 20157

Dorel 1. Duca

R. 3 Nu se poate. Numerele scrise de profesor sunt multiplu de 3.
(2 puncte) Suma, diferenta gi produsul a doud numere multiplu de 3
sunt multiplu de 3 (2 puncte) si deci toate numerele care se pot scrie pe
tabla sunt multiplu de 3. (1 punct) Cum numarul 2015 nu este multiplu
de 3 el nu poate sa fie scris pe tabla. (2 puncte) m

P 4 Determinati numerele naturale n care au proprietatea ca dintr-un
patrat de laturda n se poate taia un dreptunghi de dimensiune (n + 1) x 1

Dorel 1. Duca

R. 4 Taiem din patratul ABCD dreptunghiul M N PQ: latura M N
este paraleld cu diagonala AC' si latura NP cu diagonala BD. In tri-
unghiul dreptunghic AM N, daca luam M@ = 1 atunci obtinem AM =
AQ = +/2/2. Din triunghiul dreptunghic M BN, deducem MN? =

2 (n— \/5/2)2. (3 puncte)
Daca M N > n + 1, atunci taierea dreptunghiului este posibila. Dar
MN > n+ 1 este echivalent cu MN? > (n + 1)2 adica cu

1
2(n2—\/§n+§> >n?+2n+ 1,

de unde deducem n > 2 (\/§ + 1) . Prin urmare taierea dreptunghiului
este posibild dacd n > 5. (2 puncte) Pentru n = 4, 3, 2 si 1 tdierea nu
este posibila. (2 puncte) m

CLASA a X-a

P 5 Dacan > 2 este un numar intreg, determinali multimea

A={zeR : 24+vneQ, 2 +vncQ}

kkxk



R. 5 Dacd n este patrat perfect, atunci evident A = Q. (1 punct)
Dacd n nu este patrat perfect /n € R\Q. Fie z € A; atunci r =
z++/n € Q. (1punct) Urmeazd ca

= (r—vn) Vi =
=1’ +3rn— (3r’ +n—1)vn € Q (3 puncte)
ceea ce este imposibil deoarece 2 +3rn € Q, 3r?4n—1 € Q, 3r’+n—1 >

0siv/n € R\Q. (2 puncte)
Asadar

A Q, daca n este patrat perfect
1 0, dacd n nu este patrat perfect.

P 6 Daca ecuatia de gradul al doilea
2 +ar+b=0,
are coeficientii a gi b intregi gi radacinile intregi diferite de k — 1, k g1

k + 1, atunci numarul
b+ ak + k?

este compus (adica nu este prim).

Dorel 1. Duca

R. 6 Daca notam cu x; si x, radacinile ecuatiei, atunci
b+ ak + k* = v129 — k (2 + 29) + k* = (71 — k) (22 — k) . (3 puncte)
Deoarece 1 — k §i xo — k sunt intregi, diferite de —1, 0 si 1, (2 puncte)
deducem c& b + ak + k? este produsul a doud numere intregi (z; — k) si
(g — k). (2 puncte) m
P 7 Poate fi exprimat numarul

12422432 +... 41002

sub forma unei sume formata din cel mult 92 patrate ale unor numere
diferite?

Dorel 1. Duca



R. 7 Da. Numerele 3, 4 si 5 sunt pitagorice, prin urmare avem
32 + 4? = 5%, Atunci gi numerele (3k), (4k) si (5k) sunt pitagorice,
agsadar avem

(3k)® + (4k)® = (5k)*, oricare ar fi k € N.

Daci 5k > 100, 3k < 100, 4k < 100, adici k € {21, 22, 23, 24, 25},
atunci perechile de numere ((3k)2 , (4k)2) pot fi inlocuite cu numarul
(5k)%.
Urmeaza ca

(632 si 84%) se pot inlocui cu 1052,

(662 si 88%) se pot inlocui cu 1107

(692 si 92%) se pot inlocui cu 1152,

(72% g1 96%) se pot inlocui cu 1202,

(752 si 100%) se pot inlocui cu 1252.

(5 puncte - fiecare inlocuire 1 punct) Cum numéarul 1002 a fost inlocuit,
in locul lui punem 1002 inlocuind astfel perechea (602, 802) cu un singur
patrat. (1 punct) Numairul 80% a fost inlocuit; dar in locul lui putem
pune 802 inlocuind perechea (482, 64%) cu un singur patrat. Numérul 602
a fost inlocuit, in locul lui punem 60? inlocuind astfel perechea (362, 482)
cu un singur patrat. (1 punct) =

P 8 Pentru fiecare numar complex z definim multimea
A, ={1+2z+2*+---+2" : neNL
Sa se determine numerele complexe z pentru care A, este multime finita.
Vladimir Cerbu, GM problema nr. 26851

R. 8 Multimea Ay = {1} este finitd. (1 punct) Multimea A4; = N*
nu este finitd. (1 punct) Fie z € C \ {0, 1}; atunci

n_1
AZ:{Z : :nEN} (2 puncte)

Z J—
si deci multimea A, este finita daca si numai daca multimea
B, ={z" : neN} (2 puncte)

este finita, adica daca si numai daca z este radacina de un anumit ordin
a unitatii.

In concluzie, multimea A, este finita daca si numai daca
z € {0} U{z € C\{1}: existd n € N* astfel incat 2" = 1}. (1 punct)



CLASA a XI-a

P 9 a) Gasiti doud matrice patratice de ordinul doi, A si B, cu elemente
numere reale cu proprietatea ca

6 10
A4 B? = . (*)
15 21

b) Daca A si B sunt matrice patratice de ordinul doi cu elemente
numere reale care satisfac egalitatea (x) atunci AB # BA.

kkxk

R. 9 a) Matricele

12 . 0 1
A= (3 4) si B= (_1 0) (2 puncte)

satisfac egalitatea ().
b) Daca matricele A si B, care satisfac relatia (x), ar comuta, atunci
am avea

—24=det (A* 4+ B*) = det ((A+iB) (A —iB)) =
=det (A +iB)det (A —iB) =det (A+iB)det (A+iB) =
=det (A+iB)det (A+iB) = |det (A +iB)|* > 0. (4 puncte)

Contradictie. Prin urmare avem AB # BA. (1 punct) m

P 10 Fie A si B doua matrice patratice de ordinul 3. Sa se arate ca

daca
A+ B =AB,

atunci matricele A si B au acelagi rang.

kkk

R. 10 Din A + B = AB deducem ca
(A—1)(B—1)=1 (1 punct)
sl atunci

l=detI =det[(A—1)(B—1I)]=det(A—1I)xdet(B—1) (2 puncte)
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deci
det (A—1)#0#det(B—1) (1 punct)

ceea ce inseamna cd matricele (A — I) si (B — I) au rangul 3. (1 punct)
Pe de alta parte, din A + B = AB obtinem

A=(I-A)B si B=A(—-B). (1punct)

Prin urmare, matricele A si B au acelasi rang, deoarece matricele (I — A)
si (I — B) au rangul 3. (1 punct) m

P 11 Daca notam cu S multimea tuturor sirurilor (), .y, de numere
reale z,, € (0,1), (n € N), convergente catre 0, sa se determine multimea

. Inzx, oo Inx,
{nhj& . C (@n)peny €55 (Un)pen € S, exista 7hL11Hr£1<> ), } :

Dorel 1. Duca

R. 11 Vom arata cd A = [0, 400].
Fie (x,), (yn) € S cuproprietatea cd limita lim h‘—x: exista. Deoarece,

n—oo MY

pentru fiecare n € N, avem Inz,, Iny, € (—00,0), deducem ca A C
[0,400]. (1 punct)

Pentru a dovedi incluziunea inversi, fie a € [0, 4+00]. S& ardtam ca
existd siruri (z,,), (y,) € S pentru care limita lim 222 =g,

n— 00 Inyn
1) a = 0. Fie (z,,), (yn) cu termenul general
1 (nem)
Ty = s Y= ——, (N :
nt1 Y (n+1)
Evident (z,,), (y,) € S si
limlnxn—li In(n+1) . In(n+1)  lim 1_0

n=colny, n-ocoln(n+1)" n-conln(n+1) n-con

Prin urmare 0 € A. (2 puncte)
2) a = +o0. Fie (), (yn) cu termenul general

1

n— 7, 1\n>» Yn = ) eN).
=y Ty MEN
Evident (z,,), (yn) € S si
. Inz, . In(n+1)" . nln(n+1) _
lim = lim ———~ = ——— = = lim n = +4o0.
n—oolny, n-ocln(n+1) n-oo In(n+1) n—o0
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Prin urmare 400 € A. (2 puncte)
3) a € R. Fie (z,,), (yn) cu termenul general

1

1
n — a n — ’ N).
= mEne ey EN
Evident (z,,), (yn) € S si
. Inz, . In(n+1)° . aln(n+1) ,
lim = — = —————~=1lima=a
n—oolny, n—ooln(n+1) n—oo In(n + 1) n—oo

Prin urmare a € A. (2 puncte) m

P 12 Sa se calculeze

" /1 1\ ntmn
li —+ =
;%H(ﬁ&

Dorel 1. Duca

/1 1\ e
x"‘:H(E+E> ?

atunci

n

1 11 1 <, ntk
n n—l—lnnZ n(n+k) n+lnn; Y (1 punct)

k=1

Pentru calculul limitei sirului (Inw,),.y folosim teorema lui Ceséro-
Stolz, (1 punct)obtinem

n+1 n

n+1+k n+k
2 g - X s
lim Inz, = lim — =1 =

o ln%—ln(l—i—%)_n—ln(n—kl)i
i 1+In2t -

(4 puncte - fiecare egalitate 1 punct) Urmeaza ci

lim z, =0. (1 punct)

n—oo



CLASA a XII-a
P 13 Sa se arate ca dintre toate ecuatiile de forma
acosx +bsinx +c=0

cu a, b, ¢ parametrii reali, nu toti zero, ecuatiile ale caror solutii formeaza
un grup aditiv sunt urmatoarele

simzx=0 g cosx—1=0.
kksk
R. 13 Fie
G={reR : acos+bsinz + c = 0}.
Cum G este grup, rezulta ca 0 € G. Scriind ca x = 0 este solutie, obtinem
a+c¢=0. (1 punct)

Consideram doua cazuri dupa cu A) a =0 si B) a # 0.

A) Daca a = 0, atunci ¢ = 0 si deci b # 0. Ecuatia devine sinz = 0
a carei multime a solutiilor este

G={kr : ke€Z} (1 punct)

care este grup aditiv.
B) Daca a # 0, atunci ecuatia devine

acos+bsinx —a =0
sau . . .
sin — | bcos — — asin —) =0. (1 punct
2 ( 2 2 (1 punct)
Ecuatia sin § = 0 are ca mul{ime a solutiilor mul{imea

Gy ={2nm : n€Z}, (1 punct)

iar ecuatia bcos 5 — asin § = 0 are ca multime a solutiilor multimea
b
Gy = {2arctan — + 2nm : n€Z}. (1 punct)
a
Atunci G = G; U G5 este in mod necesar grup. Elementul
b
To = 2arctan — € Gy C G
a
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deci
QJQ+$0:2IQEG:G1UG2.

1) Daca 2xy € Gy, atunci exista k € Z astfel incat xy = kn, deci
arctan 2 = km de unde rezultd k = 0. (1 punct)

2) Dacd 2xy € G, atunci atunci existd p € Z astfel incat 2z, =
o + 2pm de unde rezulta zy = 2pm, deci

arctan — = pr.
a

Obtinem in mod necesar p = 0. In concluzie arctang = 0, deci g =0,
prin urmare b = 0. Urmeaza ca ecuatia initiala devine

acosr —a =20

cu a # 0, adica cosz — 1 = 0, ecuatie care are ca multime a solutiilor
multimea G care este un grup aditiv. (1 punct) m

P 14 Fie n un numar natural nenul si (G,-) un grup astfel incdt f :

G — G, f(z) = 2" este un morfism surjectiv gi g : G — G, g (x) = 2"

este o functie injectiva. Sa se demonstreze ca grupul G este abelian.
Marian Cucoanes, GM problema nr. 26885

R. 14 Cum f este morfism, rezulti ci (zy)" ' = z"t1y"+! Vo, y € G.
Atunci

z(zy)"y = (yo)"" = 2" y" (1 punct)
deci
(yz)" = 2™y", Yo,y € G. (1 punct)
Obtinem
y ettt = (ya)" = (ya)" ya = "y,
deci

y" " = 2"yt Yo,y € G, (1 punct)

Fie x si a doua elemente din GG. Din surjectivitatea lui f, exista y € GG

cuy"™ =a. (1 punct) Atunci

CL.Z'” — ynJrlxn — xnyn+1 — l’nCL,

deci

az"a' = 2" (1 punct)

Rezulta ca
(aza™')" = 2", (1 punct)
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iar din injectivitatea lui g obtinem
ara”' =z deci ax=za. (1 punct)
Cum a si x au fost alese arbitrare, rezulta concluzia. =

P 15 Sa se determine numerele reale a si b astfel incat functia f : R —
R definita prin

f(z) = (2* 4+ az + b) sgn (2* — 52+ 6) , oricare ar fiz € R,

admite primitive pe R; determinati, in acest caz, o primitiva F' a functie:
f peR.

Dorel I. Duca

R. 15 Avem
22 +ar+b, daciz <2
0 daca x = 2
f(z)=< —2?—azr —b,dacd 2 < x <3
0, daca r =3

2 +azr+0b, dacdz>3. (1 punct)

Presupunem ca functia f admite primitive pe R, atunci primitivele lui
f au forma:

I—;+a%2+bx+cl, daca r < 2

A daca z = 2
G(:L“):/f(x)dx: —%S—Q%—bm+C2,dacz”12<x<3

B daca x =3

)
3

=+ a%Z +bx +C3, dacd z > 3. (1 punct)
Din continuitatea primitivei G deducem ca

G2-0)=G(24+0)=G(2) si G3-0)=G(34+0)=G(3).
Urmeaza ca

61:—13—6—461—4b+62,

C3:—18—9a—6b+C2,
A=—-%—-2a—2b+0C,
B=-9-%a—3b+C,. (1 punct)

Cum orice primitiva este derivabila, avem

G2-0=G(2+0) si G(3-0)=G (3+0). (1 punct)
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de unde obtinem c& a = —5, b = 6. (1 punct)
Asadar, putem lua

963_3_3352_1_6;5, dacd =z < 2
F(z)= _§+gx2—6x—|—23—8,dac52§$§3
2 522 46 +1, daciz>3. (1punct)

Evident functia F' este derivabild pe R ¢i I/ = f. (1 punct) m

P 16 a) Sa se arate ca exista o infinitate de functii f : (0,1) — R,
derivabile pe (0,1), care au proprietatea ca

1 (") = x, oricare ar fi x € (—00,0).

Determinati o astfel de functie f.
b) Ezista functii f : (0,1) — R, derivabile pe (0,1), care au propri-
etatea ca
[/ (sinz) =z, oricare ar fi x € (0,m)?

Daca raspunsul este afirmativ determinati o astfel de functie f, daca
raspunsul este negativ justificati-1!

Dorel 1. Duca

R. 16 a) Facem schimbarea de variabild u := e, adicd = Inu. (1
punct) Atunci

f"(u) =1Inwu, oricare ar fi u € (—o0,e). (1 punct)
si deci
f(u) =ulnu—u+C, oricare ar fi u € (—o0,e). (1 punct)

Prin urmare, exista o infinitate de functii derivabile f care satisfac relatia
de la a). (1 punct)
b) Daca o astfel de functie f ar exista, atunci pentru

T = % am avea f’ (sin E) = f (£> _ (1 punct)

4 2 4
si pentru
3 3 2 3
T = Zﬂ am avea f’ (sin Zﬂ) = f (g) = Zﬂ (1 punct)

deci f' ia valori diferite pentru aceeasi valoare a argumentului, /2 /2.
Contradictie. (1 punct) m
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